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Resumen
En este artculo se presenta un algoritmo para modelar una seccion trans-
versal de la cuenca alta del arroyo Sauce Corto, con el objetivo de calcular el
area y el permetro mojado de la seccion de cauce para una altura dada. La
nalidad del mismo es obtener valores mas precisos de caudal para su aplica-
cion al estudio de inundaciones. La seccion transversal se modela utilizando
una spline cubica natural a partir de un perl topobatimetrico de dicha seccion
denido mediante una cantidad discreta de mediciones de campo. Luego, se
calcula el area y el permetro mojado de la seccion modelada aplicando con-
ceptos de calculo integral y calculo numerico. El algoritmo se implementa en
MATLAB y se obtienen resultados para diferentes casos de estudio. Se propone
este problema como un interesante proyecto de computacion para alumnos que
cursan la asignatura Metodos Numericos en el segundo a~no de carreras como
matematica, oceanografa e ingenieras entre otras.
1. Introduccion
En este trabajo se presenta el desarrollo de un algoritmo que aproxima el
perl topograco transversal de la seccion de cierre de la cuenca del arroyo
Sauce Corto mediante una funcion spline cubica natural. Esto permite calcular,
con mayor precision, el area y el permetro mojado (longitud de la frontera en
terminos matematicos) de la seccion transversal del cauce del arroyo.
Estos calculos requieren la evaluacion de integrales denidas
R b
a f(x)dx. Sin
embargo, muchas de estas integrales no pueden calcularse analticamente, por-
que es dcil o imposible hallar una primitiva de f , o porque la funcion f
esta dada en forma discreta a partir de la lectura de datos recogidos. En am-
bos casos se hallan valores aproximados de estas integrales recurriendo al uso de
metodos numericos; en este trabajo en particular se emplea la regla del trapecio
compuesta.
Por otro lado, desde el enfoque docente, la resolucion del modelo matematico
que representa este problema concreto puede proponerse como una actividad in-
teresante para alumnos que cursan la asignatura Metodos Numericos que forma
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parte de la currcula de carreras como matematica, oceanografa e ingenieras
entre otras. Un objetivo fundamental para los docentes de esta asignatura es
lograr un aprendizaje signicativo, basado en la realizacion de actividades re-
lacionadas con problemas reales. No es facil seleccionar problemas que sean
atractivos para los alumnos, que permitan evaluar su desempe~no y cuya com-
plejidad no supere el nivel de un curso de pregrado.
El artculo esta organizado como sigue. En la seccion 2 se presenta el proble-
ma que motiva la realizacion del trabajo y se describe el modelo. En la seccion 3
se hace una breve descripcion de la base teorica de los metodos que se utilizan.
En la seccion 4 se detalla el algoritmo propuesto para implementar el modelo.
Esta es la contribucion del artculo: se aproxima el perl del cauce del arroyo
utilizando una funcion spline cubica natural. En la seccion 5 se muestran los
resultados obtenidos para diferentes casos de estudio. Finalmente, en la seccion
6 se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.
2. El problema y el modelo
En general, el caudal de un ro se relaciona con la carga solida y es deter-
minante en la geomorfologa del cauce. Su variabilidad temporal y su compor-
tamiento a traves de la red de drenaje debe ser analizado en todo estudio de
cuenca.
El caudal no es una medida directa. Para su calculo es necesario conocer
dos parametros: la velocidad de la corriente v y el area de la seccion mojada.
El primero se obtiene aplicando la formula de Manning (1)
v(m=s) =
R0;67j0;5
n
; (1)
donde R es el radio hidraulico en la seccion de control, denido como el cociente
entre el area (m2) de la seccion mojada y el permetro mojado (m), j es la
pendiente longitudinal del lecho (m=m) y n es el coeciente de rugosidad de
Manning.
Para denir el segundo parametro es necesaria la construccion del perl to-
pobatimetrico transversal de la seccion de interes y conocer el dato de altura
del agua mediante registros contnuos de un limngrafo. Una vez realizado el
perl, el area de la seccion mojada se obtiene a traves del metodo de los tra-
pecios [5]. Asimismo, el software HEC-RAS [6], tambien utiliza el metodo de
los trapecios para calcular el area mojada en una seccion y divide la seccion
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transversal en tantas porciones como lo permita la cantidad de puntos con los
que se denio dicha seccion.
De forma manual o mediante el uso de software, este perl se dene unica-
mente con los puntos mas bajos de cada seccion transversal, uniendo cada par
de puntos consecutivos con un segmento de recta. Por ello, cuanto mayor sea
la cantidad de puntos, mas precision tendra posteriormente el valor de caudal
obtenido. Sin embargo, los principales limitantes para la obtencion de una bue-
na densidad de puntos que permitan denir de forma precisa el perl son los
medios tecnicos empleados para medir el caudal, la profundidad y/o velocidad
del agua al momento de realizar la medicion, entre otros. Si los datos experi-
mentales se interpolan mediante una funcion lineal a trozos, la representacion
del perl resulta muy abrupta como se muestra en la gura 1 a).
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(b)
Aproximación del perfil con spline cúbica natural
Figura 1: Aproximaciones del perl de la seccion de cierre de la cuenca alta
del arroyo Sauce Corto.
En la seccion de cierre de la cuenca alta del arroyo Sauce Corto (vertiente
nororiental del Sistema de Ventania) se ubico un limngrafo que registra el nivel
del agua y a partir de mediciones de campo se obtuvo la seccion transversal al
mismo. El problema que motiva el desarrollo del trabajo es la necesidad de agi-
lizar el proceso de obtencion del area y del permetro mojado, correspondiente
a cada nivel de agua y de obtener valores mas ajustados de dichos parametros.
En este trabajo se dise~na un algoritmo que permite modelar el perl topo-
batimetrico transversal de la seccion objeto de estudio con mayor precision,
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agilizar el proceso de obtencion del area y permetro mojado para cada nivel
de agua, obtener valores mas precisos de dichos parametros e implementarlo en
MATLAB. Para ello, se propone realizar una interpolacion mediante una spline
cubica natural que garantiza un perl mas suave como se observa en la gura
1 b), calcular el area y la longitud de la frontera mojada utilizando el metodo
de los trapecios a partir de los valores de la aproximacion, seleccionando una
particion regular y adecuada a la precision con la que se desea operar. Este
modelo mejorara el ajuste de los valores de caudal necesarios para el estudio
del peligro de inundacion que afectan las localidades dentro del area de estudio.
3. Base teorica
3.1. Metodo de interpolacion segmentaria
Los splines son curvas seccionalmente denidas mediante polinomios y se
utilizan como herramienta para interpolar.
Denicion 1 Funcion spline
Dado un conjunto de datos (xi; yi); i = 1 : n + 1, una funcion S : IR ! IR que
satisface
i) S es un polinomio de grado menor o igual que k en cada intervalo [xi; xi+
1]; i = 1 : n
ii) S tiene k   1 derivadas continuas en [x1; xn+1]
se dice funcion spline de grado k.
La interpolacion con splines cubicos es la mas popular, porque al utilizar
polinomios de grado bajo se evitan oscilaciones indeseables encontradas cuando
se utilizan polinomios de grado elevado (efecto de Runge). Las splines cubicas
se construyen como sigue,
S(x) =
8>>><>>>:
S1(x); x 2 [x1; x2];
S2(x); x 2 [x2; x3];
...
...
Sn(x); x 2 [xn; xn+1]:
donde cada polinomio cubico tiene cuatro coecientes,
Si(x) = ai + bi(x  xi) + ci(x  xi)2 + di(x  xi)3; i = 1 : n:
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Las condiciones de interpolacion se expresan como
S(xi) = yi; i = 1 : n+ 1:
Para determinar los 4n coecientes de S se consideran las n + 1 condiciones
de interpolacion, las 3(n   1) condiciones de continuidad de la funcion S y
sus derivadas S0 y S00 y dos condiciones de frontera adicionales, dos grados
de libertad, que permiten elegir diferentes curvas. Si se considera S00(x1) =
S00(xn+1) = 0 entonces la funcion que resulta se conoce como spline cubica
natural. En [3] se detalla el procedimiento para obtener los 4n coecientes que
determinan la funcion S(x).
3.2. Regla del trapecio
Se considera el problema de evaluar el area de la region R limitada por la
graca de una funcion no negativa y = f(x) continua en un intervalo [a; b] y las
rectas x = a, x = b e y = 0.
El area A de la region resulta ser
A(R) =
Z b
a
f(x) dx: (2)
En algunos casos, es posible calcular analticamente esta integral y se obtiene
el valor exacto del area, en otros casos no. Si se conoce solo un numero nito
de puntos de la forma (xi; f(xi)), i = 1; : : : ; n, se dice que la funcion esta dada
en forma discreta y se aproxima la integral (2) utilizando algun procedimiento
numerico.
Denicion 2 Integracion numerica o cuadratura
El proceso de aproximar la integral denida de una funcion usando la funcion
evaluada en algunos puntos del dominio se dice integracion numerica o cuadra-
tura.
Muchas formulas de integracion numerica se basan en aproximar la funcion
f(x) en el intervalo [a; b] por una funcion polinomica o una funcion seccional-
mente denida por funciones polinomicas.
Uno de los metodos mas populares consiste en aproximar la funcion f(x)
en [a; b] mediante la funcion lineal que pasa por los puntos (a; f(a)) y (b; f(b))
e integrarla para obtener la aproximacion a la integral, este metodo se conoce
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como regla del trapecio simple. Geometricamente la aproximacion a la integral
es el area del trapecio bajo la lnea recta.
La expresion que vincula la integral calculada en forma exacta con la apro-
ximacion usando esta regla esZ b
a
f(x) dx =
(b  a)
2
(f(a) + f(b)) + Es;
donde Es es el error en la aproximacion y se expresa como
Es =  h
3
12
f 00(); a <  < b; h = b  a:
El error que se comete puede ser grande dependiendo del tama~no del intervalo
de integracion y de la funcion f(x). Una manera sencilla de mejorar la aproxi-
macion consiste en particionar el intervalo [a; b] en n subintervalos. Cuando se
utiliza una particion regular de tama~no h = b an se obtiene la regla de integra-
cion del trapecio compuesta que se expresa comoZ b
a
f(x) dx =
h
2
 
f(a) + f(b) + 2
n 1X
i=1
f(a+ hi)
!
+ Ec;
donde Ec es el error al utilizar la regla del trapecio compuesta. Este error se
obtiene sumando los errores individuales en cada subintervalo, dando
Ec =  h
3
12
nX
i=1
f 00(i);
f 00(i) evaluada en i perteneciente al i-esimo subintervalo. Si f 00 = 1n
nX
i=1
f 00(i);
el error se expresa como
Ec =  (b  a)
12
h2 f 00:
3.3. Metodo de biseccion
Se considera el problema de resolver la ecuacion f(x) = 0, siendo f : [a; b]!
IR una funcion no lineal continua en [a; b] utilizando un procedimiento iterativo.
La tecnica mas simple y antigua se basa en el teorema de Bolzano y se conoce
como metodo de biseccion o de busqueda binaria.
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Teorema 1 Teorema de Bolzano
Sea f una funcion continua en [a; b] con f(a)f(b) < 0, entonces existe al menos
un c 2 (a; b) tal que f(c) = 0.
El procedimiento se inicia con un intervalo [a; b] en el que se cumplen las
condiciones del Teorema 1. Si se supone que a1 = a y b1 = b, en cada iteracion
k se calcula el punto medio
xk = ak +
bk   ak
2
;
que divide el intervalo [ak; bk] a la mitad y se localiza el subintervalo que con-
tiene a la solucion c, es decir el que satiface las condiciones del teorema. El
procedimiento iterativo genera una sucesion de intervalos, cada uno de los cua-
les mide la mitad del anterior. Para detener el proceso iterativo debe utilizarse
algun criterio, los criterios mas comunes establecen que se ha obtenido un inter-
valo sucientemente peque~no, o que el valor de la funcion en el punto medio del
intervalo esta sucientemente cerca de cero. Matematicamente esto se expresa
como
jbk   akj < 1 o jf(xk)j < 2;
siendo 1; 2 cantidades positivas y peque~nas llamadas tolerancias. En cualquiera
de estos casos el procedimiento se da por nalizado y se considera que xk es
una ((buena)) aproximacion a la solucion de f en [a; b].
Si bien el metodo de biseccion es mas lento que otros metodos muy populares
por su rapidez para resolver ecuaciones no lineales, tiene la cualidad de ser un
metodo robusto, es decir garantiza que el intervalo que resulta en cada iteracion
contiene al menos una solucion del problema f(x) = 0. El algoritmo del metodo
se detalla en la seccion (4).
Para obtener mas detalles de los metodos vistos en esta seccion se pueden
consultar [2, 3, 4, 7, 8] entre otros.
4. Implementacion del modelo
En esta seccion se presentan los algoritmos para el modelado, el calculo el
area y del permetro mojado de la seccion de cierre de la cuenca del arroyo, a
partir de los datos del perl topobatimetrico.
Algoritmo 1 Algoritmo principal
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Dada la altura del nivel de agua h, medida por el limngrafo, ubicado en una
dada posicion respecto del nivel de referencia 0.
Paso 1. Se leen los datos experimentales (xi; yi); i = 1 : n+1, desde un archivo
de Excel cuyo nombre es suministrado por el usuario.
Paso 2. Se obtiene la spline cubica, S(x), que interpola los datos implemen-
tando el algoritmo descripto en [3].
Paso 3. Se gracan en la misma ventana el conjunto discreto de datos y la
spline cubica.
Paso 4. Se obtienen las alturas maximas del perl a ambos lados del cauce.
Paso 5. Se calcula el area y el permetro mojado de la seccion de cierre de la
cuenca del arroyo con el Algoritmo 2.
Paso 6. Se informan los resultados en un archivo de Excel con el nombre su-
ministrado por el usuario.
Algoritmo 2
Dados (xi; yi); i = 1 : n + 1, el nivel del agua h, alturas maximas del perl
a ambos lados del cauce,
Paso 1. Se analiza si el agua del arroyo ha superado el lecho primario y hacia
que lado desborda.
Paso 2. Se calculan las abscisas de las margenes derecha e izquierda del arroyo
para el nivel de agua alcanzado, resolviendo una ecuacion no lineal con el
metodo descripto en la seccion 3.3.
Paso 3. Se gracan en una misma ventana los nodos bajo el agua y la spline
cubica S(x) que interpola esos datos.
Paso 4. Se calcula el permetro mojado de la seccion de cierre.
Paso 5. Se calcula el area de la seccion de cierre.
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5. Resultados
Para validar el algoritmo implementado en MATLAB se consideran tres
casos de estudio que corresponden a alturas del agua representativas. El primero
para h = 0:7 cuando el agua que circula por el canal no desborda, el segundo
con h = 1:8 cuando se produce un desborde por la margen derecha y el tercero
con h = 2:31, cuando se produce desborde hacia ambas margenes.
Mediante la utilizacion de los algoritmos descriptos se obtienen los gracos
que se muestran en las guras 2, 3 y 4 para los respectivos valores de h, con-
siderando 54 puntos medidos a lo largo de la seccion de cierre del arroyo. En
todos los casos, los puntos representan los datos y la lneas llenas las splines.
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Figura 2: a) Perl de la seccion de cierre de la cuenca alta del arroyo Sauce
Corto, altura del agua h=0.7.
b) Zoom de la seccion de cauce mojado.
Al ejecutar el programa, para cada altura h se obtienen los valores de or-
denada del agua, coordenadas de las margenes del arroyo, area de la seccion
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Figura 3: a) Perl de la seccion de cierre de la cuenca alta del arroyo Sauce
Corto, altura del agua h=1.8.
b) Zoom de la seccion de cauce mojado.
mojada y el permetro mojado (longitud del lecho del arroyo). Los valores co-
rrespondientes a cada caso se resumen en la Tabla 1.
Nivel coord. agua x marg. izq. x marg. der. area de la permetro
seccion mojada mojado
0.7 -0.605 -0.6939 10.3569 16.2888 12.4336
1.8 0.495 -4.4653 39 38.093 45.3303
2.31 1.005 -97.4987 39 126.7156 138.5366
Tabla 1: Resultados obtenidos para las distintas alturas del nivel de agua
medido.
Los pares de coordenadas x, y de cada margen indican el punto de la supercie
del terreno al cual llego el agua y la ordenada indica la altura alcanzada por
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Figura 4: a) Perl de la seccion de cierre de la cuenca alta del arroyo Sauce
Corto, altura del agua h=2.31.
b) Zoom de la seccion de cauce mojado.
la misma respecto a un punto de referencia al que se le asigna valor 0. Se
sugiere que el 0 del sistema de referencia se encuentre ubicado en el punto
mas profundo (talweg) de la seccion transversal. De esta manera sera posible
referenciar dichos valores a una cota conocida y tendran sentido topograco
los valores adicionales que provee el algoritmo, (coordenada agua; x marg. izq.;
x marg. der.).
6. Conclusiones
En este trabajo se modela una seccion transversal de la cuenca alta del
arroyo Sauce Corto, aproximando los datos del perl topobatimetrico con una
funcion spline cubica natural. Para diferentes niveles de altura del agua se cal-
culan las abscisas de las margenes derecha e izquierda del arroyo utilizando el
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metodo de biseccion, seleccionado porque es simple de implementar y robusto,
esto es, se garantiza la convergencia de la sucesion generada. Se calculan el area
y el permetro mojado de la seccion modelada aproximando las integrales con
el metodo de los trapecios compuestos. Esta inovacion al modelo tradicional,
que aproxima el perl topobatimetrico con una funcion lineal a trozos, permite
realizar los calculos de area y permetro mojado con mayor precision. El algo-
ritmo desarrollado esta bien denido, esto es, naliza en un numero nito de
pasos; es facil de implementar en una computadora mediante cualquier lengua-
je de programacion que permita el manejo de arreglos; es amigable ya que los
datos del perl son ledos desde un archivo de Excel, resultados para diferentes
alturas de agua pueden obtenerse en una sola corrida y resume en una tabla
los resultados en otro archivo de Excel, es eciente y preciso. Se preveen mo-
dicaciones a este algoritmo para generalizar el calculo de areas de diferentes
secciones, por ejemplo mapas estructurales o conjunto de curvas de nivel de un
objetivo petrolero.
El problema que se presenta en este artculo podra proponerse como pro-
yecto de computacion en cursos ordinarios de metodos numericos. Uno de los
objetivos de los docentes de esta asignatura debe ser ayudar a los alumnos a
desarrollar habilidades para generar nuevas ideas y solucionar distintos tipos de
problemas (creatividad). En este caso particular, el estudiante debe plantearse
diferentes opciones para aproximar o interpolar los datos topobatimetricos (po-
linomios, splines, cuadrados mnimos), debe discernir que metodo utilizar para
resolver la ecuacion no lineal, que le permite calcular las abscisas de las marge-
nes derecha e izquierda del arroyo para el nivel de agua alcanzado (biseccion,
secante, Newton, entre otros) y debe escoger de que manera aproximar las inte-
grales que se utilizan en el calculo del area y el permetro mojado de cierre de
la cuenca del arroyo (punto medio, trapecios, Simpson, etc.). La resolucion que
se presenta aqu es la que los autores consideran mas ecientes para la precision
y el esfuerzo computacional requeridos. Para lograr un aprendizaje signicativo
es importante seleccionar problemas que despierten el interes de los alumnos y
cuya resolucion permita integrar los contenidos de diferentes asignaturas.
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